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Analyse IIIX
- ; «
door

Prof.Dr J. Popken

Functies van meer variabelen

Literatuur: R. Courant, Differential and Integral calculus II.

§1. Herhaling van enkele grondbegrippen (vgl. Analyse I,8816,17).

n-dimensionale Euclidische ruimte E : de verzameling van alle “punten”

x:(xq,xo,...,xn), waarbl]j KgsXpseeasXy willekeurig gekozen relle getal-
[+5

len zijn.,
Afstand (@(x,y) van tuce punten X en y:

{D(X:y> = v(xq"'y,})g

et

2 2
+ (;{2"5"2) Tes '+(Xn“yn) ®

<,
[

afstand geeft cen metrieck in En:

AMx,x) =0, pPlx,y) >0 als x#y
fﬂx,y) = (y,x) (symmetric)
pPlx,z) = plx,y) + Rly,z) (driehoeksongelijkheid).

e

X 18 dus cen metrische rulilmte,

~

e

esloten n-dimengionaal interval: verzameling van de punten x met

XS SRy s T KX Bpseens K XS R

Worden deo gelijktekens overal weggelaton, dan krijgt men een open in-
terval,

& -omgeving van een punt a U(&,a): verzameling van de punten x met

ﬁ%x,a)< g ,

Z1j A een deelverzameling van En‘ De punten van En die niet tot A be-
horen vormen het complement CA van A,

Een punt a van En hcet verdichtingspunt van A als elke 5~omgeving
(kortweg 'omgeving") oneindig vele punten van A bevat, Het punt a zelve
behoeft niet tot A te behoren,

Een punt a van En heet inwendig punt van A als er een omgeving van
a bestaat welke geheel tot A behoort, Dus ook ae€h.

Een punt b van En heet uitwendig punt voor A als er een omgeving
van b bestaat welke geheel tot CA behoort, m.a.w. b is inwendig punt
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van CA,

Een punt ¢ van En heet randpunt voor A als elke omgeving van c¢
minstens één punt van A en minstens één punt van CA bevat, ¢ kan onder
omstandigheden tot A behoren,; in andere gevallen tot CA.

Een verzameling 1s open als ze geen enkel randpunt bevat, m.,a.w,
als ¢lk van haar punten inwendig punt is,

Ecn verzameling 1s gesloten als ze al haar randpunten bevat, An-
ders gezegd: als elk verdichtingspunt tot de verzameling behoort.

Als A open is, is CA gesloten; vice versa,

De Vggig;elgg van eindig vele open (gesloten) verzamelingen 1is

weer open (gesloten).

Onder een compacte verzamellng in En verstaan we een verzameling
die gesloten en begrensd is, (Begrensd wil zeggen: er bestaat een po-
sitief getal M zodat x12+x22+...+xn2< M voor e€lk punt x van de verzame-
ling). Voor een andere definitie van compactheid zie Analyse I, p.5Lt.

Opmerking. Al het voorgaande blijft juist als men de definitie
van omgeving wijzigt in: onder een omgeving van a verstaat men een
open interval, dat a bevat,

Elke oneindige begrensde verzameling in En heeft minstens één
verdichtingspunt (Bolzano-Weierstrass),

Overdekkingsstelling van Heine-Borel (Analyse I, p.58):
Z1j A een compacte verzameling in E_. Laat er een voorschrift be-
staan, waardoor aan elk punt a van A cen omgeving U(éa,a) van dat punt
1s toegevoegd. Dan bestaat er een eindig aantal punten aq,ae,...,a

3

@

zodat de bijbehorende omgevingen de verzameling A geheel overdekken,
Zij {ang een oneindige rij punten van E_. We zeggen dat de rij

{éni convergent 1s, als er een punt a bestaat, zodat 1lim /D(an,a)aO is.

Het punt & heet in dit geval het limietpunt van de Pf}ezgn} en we

schrijven

a = lim a »
n —»0eo n

In 91t gewalliggen pinnen een willekeurige omgeving U(d,a) van a alle
punten a, van de rij met nyn

°

-

Een rilj {an} heet een fundamentaalrij, indien er biJ elk posi-
tief getal € een rangnummer Ny te vinden is, zodat

rlaa,) <e  alsmn 3 n

®

o]

(z.g. voorwaarde van Cauchy).

Elke fundamentaalrij convergeert. Het omgekeerdes elke convergen=

te rij 1s ook een fundamentaalrij volgt onmiddellijk uit de driehoeks-
ongeli jkheid,
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Functie van n variabelen, f(x)zf(xq,xg,...,xn) zlj gedefiniee#d
op een deelverzameling A ven E_, d.w.z. aan elk punt x€ A 1s een reé€le
waarde T(x) toegevoegd.

De functie f(x) heet continu in een punt a van A als:

Ho

“ a punt-verdichtingspunt van A 1s.

no

2z Bij elke € >0 een O >0 bestaat, zodat
!f(x) - f(a)‘ <& zodra x€4, pl(x,a)<d,
Korter geschreven

lim f£(x) = £(a},
X —» a

De functic heet continu op A als f£(x) continu is in elk punt van

Is f(x) continu op een compacte verzameling A in En’ dan vormen

de functiewaarden f(x) een compacte verzameling op E, (szetallenrechte},
Gevolg: Is £(x) continu op een compacte verzameling A in E_, dan
neemt £(x) op A ziJn maximale- en minimale waarde aan,

De functie f(x) heet uniform continu op een verzameling A in E,

als bilj elke € >0 een © >0 gevonden kan worden, zodat voor elk punten-
paar X,y ult A

£(x) - £{y){ <€ zodra (x,y)< I is,

Is £(x) continu op een compacte verzameling A in E , dan is f£{x)
uniform continu op de verzameling A,

§2. Parti&le differentiaalquotienten, Gemakshalve nemen we hier e irsf

n=2, Het punt X:(xq,xe) van E, zullen we nu aanduiden door (x,y); de
functie, vroeger aangeduid door f(x) zullen we nu voorstellen door
f(x,y), of door u.

f(x,y) zij voortaan gedefinieerd op een open verzameling A van E,.

Onder het partigle differentiaalquotient{afgeleide) van f(x,y) naar
X in het punt (Xo,yo) van A verstaan we
f(xo+h:yo)‘f(xoayo)
) 3

1im
h —=>0"

m.a.w., beschouw f(x,yo) als functie wan x alleen en bepaal de afgeleide
Voor x=x .

. 2f .
Notaties: (55 s (& 1) s T (xsv4) 5 (DyF) .

XO’yO XO’yO xo,yo
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Analoog: 1lim fﬁ?:?+§)—f(x,y) _
Kk =00

4%
{
L)
ft
o
"

Meetkundige illustratie,

weede afgeleiden (afgeleiden van de tweede orde):

> (A _ X _ 2 .
gﬁ KT bxz - XX XX
D (af) . ng = f _ ﬁZ £
dy ™}/ T ¥k dy TOTXy T TRy de meest rechtse index duildt op de
S (ég) _ bzf . B D2 - laatste bewerking
X Iy dpydx ¥R T YR
2

OFy L _ _ne

53 (By) P fyy = Pyy f

de

iz, BEr zljin ot partitle afgeleiden van de m orde.

7oorbeclden, a) f(x,y):exy, A=Ey: © =ye™V, £ =xe™V

-~ _.2.xy : N LK Xy
Ty en, fxyzfyxz(1+xJ)e s T.=x"e

b) f(x,y) = sin (x+y°) A=E,: Stel kortheidshalve
s

2 _ - .
L +y T=u .fxscos U, 1y=°ycos U, fxx=~m =-2y8in u, f_ _=2cos u -

-4y2sin u.

xyzfyx‘ Zie b.v, Landau, Einfthrung, p. 210 (Satz 298)

fxyzfyx
N .B, Niet steeds is [

Titbreiding tot n variabelen: f(xq,...,xn). Bijvoorbeeld:

5P ? f(X1+h1,X2,...,Xn)~f(x1,X2,.,,,xn)
Si— = lim i

R h1~90 4

enz.,

1 de

S . I o se 2
For zijn n partidle afgeleiden van de m orde,

Stelling 1, Op een open verzameling A zi] fxy continu, terwijl fy be -

= taat, Dan bestaat ook fyy en er geldt

{populair: de tweede afgeleide is onafhankelijk van de differentiatie
volgorde),

Bewljs: 4L is open. Beschouw een O -omgeving van (x,y) die nog geheel
innen A bhlijft. Kies daarbinnen (x+h, y+k).

Per definitie:
r (X+hsy)“fy(x:y)

- _ . y
yx“’ﬁ%? h
oY 14 P(x+h,y+k)-F(x+th,y) _ 1im f{x,y+k)-(x,v)
- 1im k “5% k k—=0 I
h -0 h

Stel kortheidshalve



A Sxen)ysr)=flxrh,y)-f(x, i)+ (%, y)
hk ™ hk
Het 1s dus voldoende te bewljren, dot
(1) haii ﬁﬁm &, bestaat en ﬁﬂigvrxy LS.
Stel daartee
s(x,y) = f{x,y+) - £(x,v),
pan s Ao lmen,y)-a(x,y)
hic — 1K :
i velgt door toepsssing ven de stelling van het gemiddelde (2x)
slx+h,y) - 2(x,v) = he (x+ 8h,y)
= h {fx(x* ®n,y+k) - “K(x+ h,y)}
= hic £ (x+ Oh,y+ 0'k) (0< D <1, 0<0Q'<

nus &hk’fxy(x+'8hvy+ k), rodat (1) volgt w
Lo
Xy
Gevolg: Laat van F(x,y) alle partiEle afgele
continu zijn op &, dan zijn er slechts (n#+1)
orde: n.l,
£ £ ¢ r
Koo oX? "X,LXY7 TR,LXYPITTOT 2 Tyy.,.
Sehema s L
R -
L Lo
pt Y
*’ .?'3 f
- td - - X
d T1 43‘ F
TAXX CXRY TXYY YYY
3. (Totaal) differentieerbare functies, De

ferentieerbaar op A als op A functies A(X,V)
voor het puntenpaar (x,y) en (x+h,y+k) van A

A
&y

(1)

waar

fMrvh,y+k)=1( (x,y)h+B(x,v)

als h,k -0,

SV )+

=

o~
¥
A

Ei, 32 -y

Uitbreiding voor het algemene geval (X,

Conclusies: 1, Is f(x,y) differentieerbaar o

1y
ov A, -

- fa ke
o

WL e ?i:"-vr}

stelle

B(x,y)

Door k=0, re te

-

A(X:y) = fX(XJy):

Dus gaat (1) over in

egens de continulteit von

d
n
je rd@
L [

w

iden tot en met de

afgeleiden van

f*

f(x,y) heet dir-
zodat

functie

T o
bestaon,

o -5 o
reldt
o 1.

Cor o E)

3:~~-:Xn)

dan

P oA,

n krijst

f}a(x.’y) ¢
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L. Kettingregel: Stel x(t) en y(t) zijn differentieerbaar in het
open interval (a,b). Laat de bijhehorende punten (x,y)=(x(t),y(t)), als
t het interval (a,b) doorloopt, liggen in een open verzameling A van
Es. ZiJ f(x,y) differentieerbaar in A, Stel

2(e) = £{x(t), v(6)} ,

dan geldt voor elke t in (a,b)

dz dx dy
gt = Tx o v Ty gt o
waarbi ]
T = fr(e), v(n) £y {x(e)s w(e)}
(Vergelijk Analyse I, p.067).
Voorheeld,

Bewijs: Az = z(t +4At) - z(t)

Il

fk(t+At),y(t+At)}u r§
. L
efx(e) by y(e) + x| - ofx(t), y(t)}

It

met
ho= x(t+ Aat) - x(t), k=y(t+at) - y(t).

Omdat f(x,y) differentieerbaar in A is, geldt

Az =h £ %x(t), y(t)} + ok fy{x(t), y(t)} + £+ Lok,
dus

AZ h . . K . ‘ Kk

A% = & o {x(e)s v ]+ S dx(e), v(0)) ¢ &t b xE

At —> 0 zeeft nu het gewenste resultaat,

Toepassing: Formule van Euler voor homogene functies,

Uitbreiding., Zij t een afkorting voor het punt (ﬁq""’tn) uit E_

Laat de functies X, (t) voor .#+=1,2,,..,m differentieerbaar zijn in een

open verzameling N van En' Beschouw de bijbehorende punten (Xq’Xz""’Xm)z
(xq(t), Xg(t),...,Xm(t)) als t de verzameling N doorloopt. Laat deze
punten in een open verzameling M van E_ liggen. Stel f(xqug,...,xm) is

differentieerbaar in M. Zi]

2(ty, . aty) = Tl (8), xp(E), e x ()]

Dan is z(tq,...,tn) differentieerbzar in N en er geldt

sz or 9%q af ¥ ( )
L i ¢ {

= : + ° + o m— V=1 9 2 P h

. = » @ S $ F
ti axq utv Xm DEV

Bewljs door generalisatie van voorgaande bewijs.
Voorbeelden,

) — . 1
Toepassing: Af = [, + L0 =0 +x £+ ) ﬂf@
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De pegeneraliseerde kettingregel vindt veelvuldlg toepassing in de
theorie der partidle differentiaalvergelijkingen.

Voorbeeld 1, Aan de partiéle differentiaszlvergelijking

2 Yy
(1) XSz -7 5= xy

wordt voldaan door elke functie z(x,y) die impliciet gegeven is door
een vergell jking

(2) F(xy, z - xy log(x)) = O.
Hierbij mag voor f(u,v) een willekeurige functie in u,v met continug
partidle afgeleiden worden gekozen met fvgéO.
Bewijs: Door differentiatie van (2) naar x vindt men
: T Z - i X -y =
(3) G ¥+, (2, -y log ¥) =0
en door differentiatie van (2) naar y

(4) £, %+ L (zy - x log % ) = 0.

Uit (3) en (4) volgt (1) gemakkelljk.

Voorbeeld 2. Laat uq(x,y,z) en ue(x,y,z) twee integralen van de dif-
ferentiaalvergelijking

(5) F(x,¥,52) vy + G(x,¥,2) ug + H(x,y,2) vy = 0

zijn. Zij verder Y (v,w) een willeckeurige functle in v en w met con-
tinué partiéle afgeleiden, dan voldoet
u(x,y,z) = %l(uq(xsyﬁz)y ug(x,y,z))

ook aan (5).

e o e 1 i/

Bewijs: x =¥y UYqx  F ¥y Yox
i\ u
yv uﬂy * *ﬁ 2y

/o

Z \VV g * %w 2%

Door deze drie betrekkingen resp. met P(x,y,z), G(x,y,2) en H{(x,y,z)

j
!

<
it

<
i

te vermenigvuldigen en op te tellen krijgt men de bewering.

Andere vorm van kettingregel: onder de voorwaarden van de vorige stel-
ling zeldt

a7 Dz
dz = == dx eoot o= dx
“ REY 1t OXL m

(m,a.w. voor de differentialen van de ~ciote orde kan men net doen of
X5 ..5%, onafhankelijke variabelen zijn).

i
Bewijs.
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- Middelwaardestelling: zij f(x,y) differentiecerbaar op een open
.meling A in E,. Dan geldt voor elk puntenpaar (xo,yo), (xo+h,yo+k)
hig dat de verbindingslijn geheel tot A behoort:

f(XO-H’], yo+k) - f(xoayo) = h fX(X:Y) + k fy<x-’Y)’

" (X,Y) een punt op de genoemde verbindingslijn voorstelt.
Bewijs door

F(t) = f(x_ + ht, vy_ + kt)

9] 0

-¢schouwen, Volgens de middelwaardestelling voor één variabele (Ana-
I, p.69) is n.l,

F(1) - F(0) = P'(8) = h L (x +hé , y +kd) +
k fy(xo+hﬁ s y0+kﬁ?)

0< L < 1 en hicrult volgt de bewering met X=x0+h6 5 Y=y0+kﬂ'.

1z, Is f(x,y) diffcerentieerbaar in een gebled A van E2 en 1s daar
» 0, fyz&O, dan is f(x,y) constant op A.

Reeksontwikkeling van Taylor: Stel van de functie f(x,y) zijn de
‘1ltle diffcrentiaalquotienten tot en met de (n+’1)Ste continu op €en
verzameling A in Eg, Dan geldt voor elk puntenpaar (xo,yo),

o, yo+k) zodanig dat de verbindingslijn geheel tot A behoort:

‘ 1
(g, york) = £(Xg.o) + gy (B D+ kDY) Fx,Y,) + ...

A

n
+ 57 (KD +k Dy) f(x,s¥,) + Ry s

R, = ——— (0 D_+ kD )" r(x

= 2 1 +8 k <<
0 " T reh, v, +6k)  (0<9<)

N 0

~15: met behulp van (1) en door dan de reeksontwikkeling van Maclaurin
©> passen (Analyse I, p.78):
n

rie) = 5 L e(¥o) ¥ 4

v=0 v

fjj——-F(m“”(et).
(n+1)!

“meleiden van F(t) vindt men met behulp van de kettingregel:

V) (0) = (n D, + kD) f(x

. + ht, y. + kt).

Q O

~itutie van deze waarden in (2) geeft gemakkelljk de bewering.

Extreme waarden (één variabele).

Ecrst behandelen we het geval Eq. Laat £(x) gedefinieerd zijn op
~untverzameling A; deze behoeft nu niet persé open te zijn.



Definitie, Men zegt dat £(x) voor x=2 in

als er een omgeving Ut a- o< X <a+ <

elke x#a uilt ANU geldt

(1)

neent

van

An III 10

A

cen maximun f{a) aan-
nax e

o
pes

bestaat, zodat voor

, 2

Voorbeelden: £(x) = —(x»!)é, a=1; £{x) = ¢”° , 2=0; f(x):x& ;
2=0, In alle dric gevallen is A:Si.

In de belde eerste voorbeelden celdt de ongeligkheild (1) voor
¢lke x#a ult A, Men spreekt dan van cen sbsoluut maximum. In het laat-
ste voorbeeld geldt de glechts voor zekere omgeving van
a. Men noemt dit een locanl (ook wel relatief) mnximun,

1.
38

In

1

de meest

1
i

voorkomende

'y

azeving

Kon dus

een U vinden,

maxiru), Het kan echter ook voorkom

("eond moximum"),

3 ;nweriig punt van A,
A lict (Mnwendig
dpunt van 4 1g

locoal mini=-

53¢}

te vervancen door » o,
absoluut nininun voor x=0;
Fe 4 W f <
f(x): X" heeft een absoluut minimum voor x=0 213 we £{0)=0 stellen,

Vervars

L
{
i,

men (1)

3

door de zwakkoere voo

voor Clke x ult UNA, don heet f(w) nal e of zwak
waxinun van £{x). Analoog minimale wanrde of zwak nininws, Voorbeeld:
Do Tunctie van Heavisid
{ 1 voor x>0
H(x) = { % voor x=0
i O voor x«O
heelt naximale woarde 1 en v
Is £(x) continu op een c D
L minstens één keer zign maximale en minstens één koer zijn minimole
wiarde zan (pag.3). In het bijzonder geldt Jdit 2ls {(x) continu op een
wsloten interval {a,b] is,
Moxims en minima heten tezanmen sterke extroms, moximnle en niininmele
wanpden zwakke extrenn,
Stelling 1., Heeft £(x) voor cen inwendis punt o vin L ecn (zwak)
cxtreenun, on bestant £'(a), drn iz noodzakelijk rr{n)=0.
iis.Een purt 0 met P1{a)=0 heet cen stationtair punt, De vorige stelling
zest Jdot extremn 2lleen in stationaire punton kunnoen voorkomen of in
punten waar de afoelelde niet bestoot, Het voorbeeld f{ﬁ;)mxia n=0
tront ~nn dat een stationoir punt nict noodzokelijk een oxtreem oplovert,
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Bepaling van inwendige extrema met behulp van een getallenlijn
voor het teken van £'(x). Eerst zoekt men de "yerdachte" punten a, zZo-
dat £1'(a)=0, dan wel £'(a) niet bestaat (a2 moet in dit geval wel con-
tinuiteltspunt zijn:

+ - " o
Ews 5 e f(a) is maximum
- - i ~ f(2) is minimum
a=d 2 A+ o
+ + e N e
= 5 S LA extreem
0o a o (r idem

Bewijos: middelwnarde stelling.

Ten analoge methode 1s ook bruilkbaar voor sommige randextremen:

e i a £(2) is randmaxinmun
2 - RN ddemn
enz.
celd A- 2 2 2, :
Voorbeeld 1: f(x) = (x—aq) + (x-2,) +...+(x-a )7 heeft een minimum

voor X:(a’l+E]2+' N '+Qn):n'
Voorbeeld 2: f(x) = sin x. - cos x (-27 £ x € 27 ) heeft een rand-

-~

maximum voor X=-277, inwendig minimum voor X=- 7, inwendlg maximum
voor X= 7, randminimum voor x=27%; x=0 1s stationair punt echter geen

eXTreem,

Stelling 2. f(x) zij differentieerbaar in (a-J7, a+d ), terwijl £"(a)

bestant. Is £'(a)=0, dan is f(a) een maximum dan wel een minimum naar
selang £"(a) < 0 dan wel £'"(a) > O,

Bewijs,

Heeft men £'(a)=0, £"(a)=0, dan kan men in veel gevallen gebruik
maken van de ontwikkeling van £(x) naar machten van x-a.

Voorbeeld: onderzoek of f(x)= sin x-x een extremum heeft voor x=0,

1° methode:

f(x) = £(0) + §%§Ql X+ E%%Ql x° + EL%%iil %2 (0< 8 <)
3

s
= -~ cos(& x) . IT

gzodat £(x) voor x=0 van teken wisselt en dus geen extremum heeft,
2° methode
X x5 x3 5
£(x) = - IT Y ET C eee = - 3T * 0(x”) als x = 0.

Opgave. £(x) zij in (a-J,a+ &) n-maal differentigerbaar, Zij
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Pi(2) = £7(2) = ... = 2Dy o, £(M(a) Lo,

Tremum voor X=a en wel een maximum

a1s £(n)

& X
(a) <0 en een mininmun als f(n)(a) > 0.
5 n oneven, dan bezif f(x)
de

met behulp van de eerste metho

7. Extreme wearden bilj functles van twee en meer varlabelen

Laat £(x) = f(xq,...,xh) gedefiniterd zijn op een puntverzameling
Aovan En’ A behoeft nilet open te zijn,

Men zegt dat f{x) voor x:a:(aq,...,an) in A een maximum
f(a)=r(~ 1,...,qn) nanneemt 2ls er cen omgeving U =U( J,a) bestaat,
zodat voor elke x#2 uit AU geldt

(1) f(x) « £{a).

2.2
Voortveelden: ") f(x,y) = ¢TF Y ,» 2=(0,0), A=E,
2.2 4 2 ,
) p(x,y) = xrexlyPeyt x"yPh, 22(0,0), A=E

L) f(XJY> = XE‘YE: a:(iﬂ,@), A;X2+y£'$q-
annloge definitie voor nminimum door in (1) het ongelijkteken om

te kercn,

I3 [}
Voorbeeld: a) f(x,y) = xg—yg, a=(0,+1), A: X°+y2g’1
a

Analoog net § 6 definitics voor absoluut maximum

(&)
mun (b), C)), inwendig maximum (a),b)), rand maximum (C)), maxima
(2)

wanrde en de analoge Legrippen voor minimum; eXtremun

Stelling 1: Heeft £(x) voor cen inwendis punt a van 4 een (zwak)

df . . af
extrenunm, on hestaat (;- (1€ vy gn), don is noodzakelijk (<) =0.
. Au"l‘ 3

Bewlgs: Pas stelling 1 van § 6 toe op

F(x) = f(aq,‘..,ay_q, X, ay+1""’an)'

Een punt a, zodat (ny L

= O voor Vv =1,2,...,n heet cen stationair
punt, Het voorbeeld i(x,y) = %y, a=(0,0), A=E, toont aan, dat de func.
tic voor een stationalr punt niet altijd een extremum bezit ("zadel-
punt').

Beschouw de vorm in de variabelen h,k
) 2 2
R(h,k) = A h" + 2B h k -~ C k%,

waarbij A,B en C nog van h en k mogen afhangen. Laten we aannemei. wu.
in een zekere omgeving van (0,0)

5>0, A=DB° - AC<O

is. Nu is blijkbaar
2
4Q = (An ¢ Bk)Z+ (AC-B%)KP.
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Wordt nu h,k)#£(0,0) in de zenoemde omgeving gekozen dan volgt Q(h,k)>0;
mea.w, @ 1s doar positiefl definict,

Analoog volgt uit

A<O, N CO,

dat 3 ncgatief definiet is.

Zijn A4,B en C constanten,dm is3(h,k) een bikwadratische vorm en
Awordt de discriminant., Nemen we nu het geval, dat in tegenstelling
met het voorafgoande A S0 is, dan krijgen we een indefiniete vorm:
O(h,k) is nul op twee verschillende rechten door de oorsprong, terwijl
in de vier zo gevormde hoeken Q(h,k) afwisselend &f steeds positief
4f stceds negatief is,

Stelling 2 (discriminantregel). Laat (31,32) een stationair punt

voor de functie f{z,y) zijn. Leat f(x,y) in een omgeving van (aﬂ,ag)
continué tweede ~fgeleiden bezitten,

Stel
Az (]p - f f ) ®

o XX
y P,
Is A<0, dan heeft f(x,y) een sterk extreem voor (84’82) en wel
een minimum als fxx(a1’32> > 0 en een maximum als fxx(aﬂ’82)<'o‘

Is A>0, dan heeft f(x,y) voor (ﬂq,a geen extremum,

o)
Bewijs, 1) In het geval A<«0 passen we de reeksontwikkeling van
Taylor toc:
fa,+h, as+k) = f(a,,2,) + (b D+ k Dy) f(aq,az)

| >

o (h D, o+ ok Dy)2

5T . f(e +0h, a2+6’k)

~

omdnt (34,ﬁ2) cen stationair punt is volgt

P " (¥ - i (@ = l‘ 2 ' 2
*(11+h, 72+k) f(hq,ng) s (h fXX+2hkfxy+k fyy)aq+é9h, e

Stel nu
A= *l}jfxx(31+ &h, 92+49L<), B:%fxy(a,ﬁ@h,ag%-@k),
C=9§fw(a,\+¢9h, ayt #k)
dan 1s
o]
(2) £(a,#h, 2,4k) - £(a,,a,) = AT + 2Bnk + CK°,

Uit de opmerking voorafgzaande aan stelling 2 volgt nu, dat het
rechterlid in (2) definiet is en wel positief definiet als fxx(aq,ag)xo
en negatief definiet als fXX(aq,ag)'<O. In het eerste geval hebben we
dus c¢en minimum,in het tweede geval een maximum,

2) In het geval &> 0 stellen we
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F(t) = f(aq+ht, 32+kt).

nn is F(O) = f(aq,ae). Verder

Fr(t) = (h D + & Dy) f(31+ht, a,+kt),
Fr(0) = 0,

) 1 2
FU(t) = 5T (h D, + k Dy) £(a,+ht, a,+kt)
S 11 _ 1 2 2 .
P'(0) = 5 (h°f . + 2hk Tey ¥ K fyy) ;

T2
m.a,w, F'(0) is een bikwadratische vorm in h en k met constante co&f-
ficltnten en met discriminant

A= (£, 2 - f. £ ) >0,

Xy XX Tyy U

Deze vorm 1s dus nilet definiet en we kunnen in elke omgeving van h=0,
k=0 enerzijds de getallen h en k zo kiezen, dat F'(0) <0, anderzijds
zo, dat F"(C) >0. In het cerste geval heeft F(t) voor t=0 een maximum,
in het tweede geval een minimun (§ 6, stelling 2).

In het eerste geval krijgen we dus in een omgeving van (gq,aq)
[
waarden f(x,y)<:f(a1,ag), in het andere geval waarden f(x,y):>f(aq,ae,.

Dus geen extremum,
) a. 2) 2,2 .33 . i s
Voorbeeld: £(x,y) = x“+y“-x’y”. D¢ oorsprong levert cen mini-
murt,

|

b 2. .2 . . .
) f(x,y) = x“+y“-UIxy. De ocorsprong is een stationair
punt, maar levert géin extremun,.
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Impliciete functies

1. Inleiding; "locaal" karakter van deze studie.

2, Iteratie methode (vergelijk syllabus differentiaalvergelljkingen,
pag.41 enz.).
Hulpstelling., Laat F(x,y) en Fy(x,y) continu zijn op een open verzame-
ling V in het X-Y vlak, Zij (a,b)€ V en verder

(1) b = F(a,b) , Fy(a,b) = 0.
Dan bestaat er een positief getal ¢ en een continue functie y(x) zodat
(2) v(a) = b, y(x) = F(x,y(x)) voor [x-al< d.

Bovendien bestaat er een positief getal & , zodat in de rechthoe'
[x-a{« & , ty-bl< £ geen andere oplossingen van de vergelijking y=F(x,v,
liggen.

Bewijs. Kies binnen V een gesloten, gerichte rechthoek Rq met

(a,b) als middelpunt, zodat binnen R,

Fy(x,y) & >.

Voor twee punten (x,y) en (x,y¥) uit R, geldt dan volgens de middel-
waardestelling

(3) [F(x,y) - F(x,y® ¢ 5ly-v*|

Stel de halve hoogte van R1 voor door & en kies d >0 zo klein dat
J<& en dat

(%) |
Zij R de rechthoek |x-al¢

Voor |x-z2f< d definieren we nu
b = F(a,b)

?(x,b) - Fla,b)| ¢ 3 & voor bx-alg d.

v-b 1 &F (tekenen 1)

X
2
|

e
e
~ o~
F -
—
t H
=~

—~

g

<
[@)

<

~—
~

- e e e e e e e e e

(5) y (X) = F(nyn

W am e wm we e we e -

Neem aan, dat voor elke x met |x-al ¢ J het punt (x,yn 1(x)) in R
ligt, dan volgt

yn(x)“b = F(X:yn_q(x)) - F(Xxb) + F(X:b) - F(aab):
dus wegens {3) en (4)
a(x) = Blg & ly, 4(0)-b| + 36 ¢ 7,

zodat dan ook (x,yn(x)) in R ligt. Door volledige inductie volgt A~
¥,(x) continu is en dat v, {a)=p.
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;fu is voor |x-al< o wegens (3)

() = 3,0 = [R(x,y,) - Fle,y, e sy (%) - v (0,

zodat de reeks
(6)  v(x) =y (x) + (v,0x) - v (x)) + oo+ {y (%) =~y _4(x)) + ...

~ fbreekt of convergeert, In het laatste geval uniform in lx-al g J
(Weilerstrass).
Voor lx-al<< is elke term in (6) continu, dus y(x) is continu,
n— e levert wegens yn(x)ﬂ-& y(x) en (5)

y(X) = F(X,Y(X)): y(a) = b,

waarmee het eerste deel van de hulpstelling 1s bewezen,
Stel voor zekere x met [x-alg d is (x,y*) een oplossing van
v =F(x,y), dan volgt uit (3)
* 1 ™ 4~
lv(x) - 3" = [P(xy(x)) - Flx,vM) € Sy (x)-y*1,

dus y¥sy(x).

£ 3., Stelling der impliciete functies, Laat fx(x,y) en fy(x,y) continu
ziJjn op een open verzameling V., Z1] (a,b)€ V en verder

(r7) f<an) = O, %ﬂaxb) % 0.

Dan 1s er een positief getal ¢ en een differentiserbare functie
v{x), zodat

o~

(8) y(a) = b, T(x,y(x))=0 voor |x-al < d .

Voor deze functie geldt
dy o , .
== -n/ry (1x-a}<d),

Bovendien bestaat er een positief getal £ , zodat in de rechthoek
{x-al < ¢, |y-bl< £2lle oplossingen von £(x,y)=0 door y=y(x) gegeven
worden,

Voorbeeld,

Bewl js: RBeschouw

F(X)y) =y =-C f(X,y),
Waarbi) de constante ¢ bepaald wordt door de voorwaarde
Fy(a,b) =1 -c fy(a,b) = 0,

Dan is F(a,b) = b-c f(a,b) = b, terwijl ook de overige voorwaarden van
de vorige hulpstelling vervuld zijn, Kiles J’i en ¢ als in deze hulp-
Stelling (d:]:(f) Voor \x—ai <-(/,} bestaat er dus een continue functie
V(x) met y(x)=F(x,y(x)), dus met £(x,y(x))=0, en met y(a)=b,



Bovendien is er in lx-a{<:aq, ly-bl< & géén andere oplossing van
y=F(x,y), dus van f(x,y)=0.

We bewijzen nu, dat y(x) zelfs differenti&erbaar 1is,
Stel fy(a,b):é&%O en fy(x,y) is continu op V, dus fy(x,y(x))ﬂvzl als
X —» a, Kies het positieve getal cf<dq, zodat

]fy(x,y(x))§> Lol yoor lx-al< .

2

713 lx-al< |x+h-a} < J . stel v(x+h) = y(x)+k. f(x,y) is totaal dif-
ferentl&€erbaar op V. Dus

fx+h, y(x)+k) - £(x,y(x)) = (£ .+ £

1)h + (fy+ <5 ) k=0,

met é}, ié:*+o als h—»0. Kies h#0, maar |h| zo klein, dat J(él< i%%l,
dan volgt fy + éé £ 0 en dus
) £ +é

y(x+h) - y(x) _k_ _-x""
h h fy+(2

h =0 levert g% = - fy/ fy‘

Bijzonder geval: inverse functie: x = F(y), a=F(b), F'(y) continu en

F'(b)#£0.

Berekening van

2

Qs
<<

als de tweede partiéle afgeleiden van f(x,y) conti-

&

zijn op V.

Voorbeeld,

§ 4, Uitbreiding van het 2antal onafhankeliljke variabelen,

Laat f(xq,xg,...,xn,y) continue eerste partié€le afgeleiden bezitten oo
een open verzameling van En+1' Zi] (aq,ag,..,,an,b) € Ven

f(aq,...,an,b) =0 , fy(aq,...,an,b) # 0,

Dan is er een positiefl getal $ en een differentieerbare functie
¥(X45%Xps .. .5%,) zodat

V(aqseeesay) = b, f{x,...x, ¥{x,,...,%,))=0 voor [xv—avléc/

Voor deze functie geldt

Jy of of B

;‘D—}E‘;;*——ﬁ;/:‘a‘“&‘ (V-I],2,...,n).
Bovendien bestaat er een positiel getal & >0, zodat in }xv—ayiﬁcf;
ly-bl < & géén andere oplossingen van f(xq,...,Xn,y)nO liggen.

Bewijs: analoog aar ~ot o 7~ -oorgaande stelling,
Voorbeeld,
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5. Uitbreiding van het a2antal afhankelijke variabelen,

Hulpstelling: Laat

F(X,¥,,Y5) » G(X,¥,,Y5)s Fy 5 Fo o, G

continu op een open verzameling V van EB zijn. Zij (a, bq,be)éfv en ver-
der

F(a,bq,be) =b, , Fy (a,hq505) = Fyr(a,bq,b2) = 0
(1%) 1
G(a,b a b,b

:bg) = 12 2) = Gyg(a b bg) = 0.

(a,
b
Dan is er een positief getal < en een paar van continue functies

yq( s yg( zodat

X)s
v T4(2)=h v, ()= F(y (k) ,y,(x)
(27) y ()mby, wa(x)=0(x,74(x),3,4(x)) ¥OOF frosle d
Bewijs: Kies &2>0 zo klein, dat

2Fyql ) leEi , leqi , iGyéi < 7

voor de gesloten balk R: |x-al < &, fyqobqté <, ng—bz{é.f.

Voor twee punten (x,yq,ye) én (x,yq*;yg*) van R, is dan volgens de mic
delwaardestelling

Max (1y,-v. %, 1y,-v,%1)

¢
ol

(3*) ‘F(x;ngye) - F(X:y1*sy2*){‘

MaX(|V1~yqjﬁ, ‘yg'ye%‘>

j-

‘G(Xsyq:y2> - G(X:yqﬂ}yeﬁv‘ £
Kies nu ¢ < &zo klein, dat voor ix-ai<;cf

(4%) 1F(x,b.,0,)-F(a,b,,0,)| <& &, |G(x,b,,b,)-G(2,0,,b)| € 5 €
715 R de balk: {x-al £ o, lyq—bqlg £, }yg-bglécﬁ
Voor |x-al<g  definiéren we nu:
yﬂO(X> = bq 3 yQQ(X) = b2

B e T T T VS PP

(5% vy ()=F00Y 4y 0¥p g )e Yo (¥)=005,34 L 40V 1 1)

o T e - o N = T

Neem aan, dat (x,yq’n_q, yg’nuq) in R 1ligt, dan is

¥ gn(x)-0 L =[F(x,v, [ _qs¥p 1oq) = Pla,D,0, )

1W(X,y1 n- 1;y2 n- 1) (X bq: 2) +

+P(x Jb,,by) - F(a, bqibg)‘
<3 Max(lyy g0l s {9y o) + 36 €L
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en analoog lyen(x) - b2i$f, zodat dan ook (X’yﬂn’yen) in R ligt. Door
volledige inductie volgt hieruit, dat yqn(x), yEn(x) continu zijn en
dat yqn(a) =b1,y2n(a) = by zijn.

Als in het bewijs van $ 2 volgt dat voor i=1,2

(6%)  yy(x) = vy000) + (34(x) = ¥y () # wv + (3y(0)-yy o 4(x))+...

elk der reeksen hetzij afbreekt, hetzij uniform convergent is voor
|x-al £ . De functies yi(x) zijn dus continu, yi(a)=r&iﬂi)yin(a)=bi’
en uit (5*) volgt voor n-» =0

yq(x) = F(X;y1:y2) 5 yg(x> = G(X3y15y2)~

Stelling: Laat van de functies f(x,yq,yg), g(x,yq,yg) alle eerste
partigle afgeleiden continu zijn op een open verzameling V van EB'

Z2ij (e, 0,505 ) € V en verder

(7% f(a,b.,b

4sb5) =0, g(a,b,,by) =0 A L.g

4sb5) = 0, PR # 0 voor X=a,
Y4=Pqs¥p=05-
Dan is er een positief getal Jen een paar continue functies

yq(x), yg(x), zodat

(8%) yq(a) =Dy f(X:Vq(X); yg(x))ffo

1 7
1 ~ap < °
yo(2) = 2y 5 s(x,y,(x), yy(x))=0 VOO Ix-alec

Bewijs: Beschouw de functies F en G gedefiniferd door

F(X:yq:yg) = y1 - Cq f(x,yq,yg) - 62 g(xsyqsyg)
G(X:yq’yQ) = yg - CB f(xyyﬂsyg) - 64 g(xgy1;y2);

waorbiy de constanten ¢, en cy worden bepaald door de voorwaarden

of g
i =1 - cC S—— oy === = 0
I 1 °2 Byﬂ voor x=a,y1=bq,y2=b2
F = - —.)f - O ...?_g....:O
V2 13y, T e

(omdat ? g’gg ) # 0 is, is dit mogelijk).
1272

Analoog worden de constanten cy en ¢y bepaald door de voorwaarden

G 4 J2=O voor x=;,;1=b1,y2=b2.

Voor de functies I en G zijn nu de voorwaarden van de vorige hulp-
stelling vervuld, Er bestaat dus een d 50 en een paar continue functies
yq(x),yg(x), zodat (2%) geldt, m.a.w.

yq(a)=b4 ’ yq(x)55Yq(x) - Cq f(xsy1:y2) - Co g(X,yq,yg)

y2(5)=b2 s yg(X)EEyQ(X) - CB f(X:yq:yg) - 03 g(xsyqayg)

Bovendien is
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c { f
1 %2 v,y Sy,
= 1
c c r o ’
N &
3 Y2 V2 la,n,,0,
dus
C1 02 ¥ 0
C3 04

Hieruit volgt

F(x,y4590) =0, g(x,9,,7,) =0,

Supplement., Onder de voorwaarden van de stelling, zijn yﬂ(x) en yz(x)
differentieerbaar voor [x-aj<d en er geldt daar

dyq dy2
fX + fy/1 I + fyg Tx = 0O
dyq dy2

& * & w * &, "ax =0
Voorbeeld,

Uitbrelding: Laat van de functies ?u(xﬂ""’xn’yﬂ”"’ym) gnzﬂ,..-,m)

alle eerste partléle afgeleiden continu zijn op een open verzameling V
van E_ . 21 (aq,...,an, bq"*"bm) € V en verder
(fysesty)

f
D(yqy-'-JVAT

-,‘“(31,.0.31:!“3 b/‘p-'°5bm)=o 3

=g o8 =a
£ O voor K=, sK =A

y1=b1:0-';ym=bmr
Dan 1s er een positief getal d en een stelsel van m differentiBerbare

functies yqzyq(xq,,..,xn),...,ym=ym(x1,...,xn), zodat voor .#=1,2,...,m

o

Yu (81""’an) =Dy L (Xﬁ""’xn’yﬂ""’ym):s 0

voor

xv—ayf < & (v=1,2,...,1),
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Toepassingen

$ 6, Afbeelding van het X-Y vlak op een u-v vlak.

Laat f(x,y), g(x,y) functies zijn met continue eerste afge-
leiden op een open verzameling V. (a,b) € V;«=f(a,b),.3=g(a,b).
Met elk punt (x,y) van V correspondeert een punt (u,v)

(1) u = f(x,y) , v =a(xv).
(u,v) heet beeldpunt van (=,y); (x,y) heet een origineel van (u,v).
Met V correspondeert zo het veeld {1 in het u-v vlak. Vlaktransfor-

maties, cobrdinaten transformaties.

Voorbeelden: 1) identieke afbeelding: u=x, v=y.
p=|2 5] #0).

2) affiene transformatie: u=zax+by, v=cx+dy ( .
3) poolcodrdinaten: u=r=\/x2+y2, V= @=arc tg %
4) inversie: u= -E—g, Ve s
~?+y x2+y“
Determinant van Jacobi:
1
1 15 2) D 3) o b)) -,

We kunnen successievelijk twee afbeeldingen (transformaties)
na elkaar uitvoeren, Bv, eerst (1) en daarna
{(2) U= f(u,v) , V= G(u,v).
We krijgen dan de resulterende transformatic

U= F(r(x,v), a(x,y), V= co(f(x,y), a(x,y).

Uit de kettingrepel volgt
UX = Py fx R VX = Gu fX + GV Ey
IT = '1"\\ £ » — .
Uy Pa fy + FV 5y s Vy = Gu fy + Gv gy P
en dus
(3) 2(U,v) _ 2(U,v) »(u,v)

o(x,v)  o(u,v) 2(x,y)

De determinant van Jecobi van de resulterende transformatie is ge-~

L1k aan het product var de overcenkomstige determinanten van de

samernstellende travsformaties,

In de voorbeelden 1), 2), 3) en 4) behoort bij e€lk beeldpunt
(u,v) slechts €én origineel (x,y) (behalve voor het punt u=0, v=0
in de gevallen 3) en 4)). We hebben de inverse afbeeldingen:

1) X:U 5 y:v

d b C a
o] K o P = e e —
2) SU-gV, y=-gutgzv
3) X =ucos v, vy =u sin v
4) X = ““2"‘“‘72‘11 2 ¥ = A .
u +v u o+

2_ g )
X +y

(Voor de afleiding van 4) merke men op w2y
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In deze gevallen hebben we dus een omkeerbaar eenduldige afbeel-
ding tussen origineel en beeld,

In het algemeen kunnen echter bij eenzelfde beeldpuht meerdere
punten uilt het origineel behoren. Voorbeeld:

U =X -y , V = 2XY

Bij (%x,y) en (-x,-y) behoort hetzelfde punt (u,v). Men kan hier
dus niet zonder meer van een inverse afbeelding spreken,

Stelling: Laat voor de transformatie u=f(x,y), v=g(x,y) de voorwaar-

den, in het begin van deze paragraafl genocemd, vervuld zijn. Zij
o,

ovendien
bove W

£ O voor x=2, y=b.

Dan bestaat er een positief getal &€ , zodat het vierkant K:
[x-al< €, ly-b|l < ¢ omkeerbzar eenduidig afgebeecld wordt op zijn
beeld B in het u-v vlak.

Hiervoor gelden "inverse transformatie formules"

X o= C)D(UJV)) y= l//(U,V)
met totaaldifferentieerbare functies ¢@(u,v),w(u,v), zodat
Se= (119(04,‘/3), b: ’T/’,(“%}/S) ®

Bewljs., Pas de stelling over impliciete functies toe met n=m=2 o0p
het vergelijkingsstelsel

(Ll') f(x,y)—u = O: g(xﬁy>-v = 0.
We vinden dan, dat er een J > 0 en twee totaal differentieerbare

functies ¢ (u,v), Y(u,v) bestaan, zodat

E 1,//(0()/’8) =D

i
oW

(5)  £lp(u,v), w(u,v))

Us g(‘;ﬂ(uﬁv)s y*(u,v)) =V
(Ju-aled, lv-at<d),

Kiecs ¢ » 0 zo klein, dat voor |(x-al<¢,ly-bl<¢ geldt
Xf(X:Y)‘Oﬁ{‘cd’: lg(xay)"/ﬁ } < Of‘-
Kies verder € zo klein, dat (4) in

[x-al< & ,ly-bl< e, lu-atlcc, |v-3] c¢f
slechts de ene oplossing x= ¢(u,v), y=v¥(u,v) toelaat.
De afgeleiden van ¢ en y vinden we met behulp van de ketting-
regel uit (5):
fx %u + fy yh
fx Wv + fy'yv =

fl
. 3
e
|
O

gX VU + gy ]//u =

Bx Py T gyﬂyv

|
O
o
i
P



An IIT 23

Dus, als D oAL,2) zesteld wordt,
o(%,y)
}5‘ -
v . K
( Sﬁu = e \’,//u 5
X

contrble: o(f,8
DX,y

(

Voorbeeld,

Voor de betekenis van het teken van de determinant van Jacobl voor
de biljbchorende transformatic: zie Courant II, 151 (Bij positief

teken blijft na transformatie de rotatie zin behouden, bij nega-

ticf teken keert deze van richting om).

Afhankelijkheid van twee functics £(x,y), g(x,y):

Laat de functiles gegeven zijn in een gebied G van het x-y vlak waar
zc continue ecerste afgeleiden bezitten, Laat het punt (u,v) met
u=r(x,y), v=g(x,y) liggen in een gebied | van het u-v vlak als
(X.vy) € G.

De functies heten afhankelijk als er in I" een totaal differen-
ticerbare functie F(u,v) bestaat, zodat nergens in | geldt F=F,=0,
Tterwigl

(6) F(f(x,y), g(x,y)=0 in G

is. Uit (6) Yolg% door toepassing van kettingregel,
?(T,8

(7) —_— =0 1n G.
o (x,y)

Omgekeerd volgt uit (7), dat £(x,y) en g(x,y) afhankelijk zijn.
Hot bewijs ligt echter dieper (Courant II, 155).

Voorbeeld: = x-y , g = (x~y)2
Afbeelding u=r(x,y), v=g(x,y) bij afhankelijke functies.

é?. Extrema met nevenvoorwoarden.

Probleemstelling:

Bepaal de extrema van de functie u=f(x,y), wanncer tussen x en y de
relatie ¢ (x,y)=0 bestaat. We nemen daarbij a=n, dat £(x,y) totaal
differentieerbaar is op een open V, terwijl ¢ (x,y) daar continue
cerste afgeleiden heeft; ¢&¥O op V.
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De multiplicatorenregel van Lagrange geeft cen noodzakelijke voor-
waarde voor de extrema:
Beschouw de functie

F(x,y,0) = £(x,y) + 2@ (x,y)

en schrijf de voorwaarden voor stationair punt van F(x,y, ) op:

(R

fx +7\g% =0, fy +Uhg& =0, @(x,y) = 0.

Los hieruit x en y op.

Voorbeeld: f£(x,y)=xy, ¢(x,y) = X2+y2-1=0

2

I}
F(x,y,“)\) = XY +7\<X +y"—’l)

it
(@

De multiplicatorenregel geeft:

S 3,7'1’2\2'\}{:0
) X+ 2Ay =0
L %%+ y%-1 = 0
Dit geeft biy oplossing
X =3V2, y=3%V2 ) .
' u = 5
X =-—’%\/2, v z-—%‘ \/2 {
X = V2, y =-3 V2 1 .
u = =%
X =-3V2, y = 3 V2 J

Mcn bewijst achteraf dat dit inderdaad extreme waarden zign (conti-

nue functic op compacte verzameling).

Bewiljs: Stel (a,b) € V levert cen extreme waarde. Weoen

[}

@#0 kun-
_ e

nen we in een omgeving van X=a ecn differenticerbare functie y(x)
vinden met y(a)=b en @ (x,y(x)=0. Dus u=7(x,y(x)). Voor uxtreme

waarde moet

d u o d y — 4 =N
ax = iy t fy 35 = 0 ziyn voor x=0
Tevens is daar Py Wy %% = 0. Dus
£ Ty .
pq)X VDy |

X=a,y=Db
Gemakkelijk bewljst men hicruit het bestaan van een getal » met

£,(2,0) +ny (2,0)=0, fy(a,b)+‘mqg(ﬂ:b)=0, $(2,bp)=0,

Generalisatie, Stel f(xq,...,xn) totaasl differenticerbaar op open
V, stel @(Xqsee,x )senns Poxy,...05%,) bezition daar continue
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eerste alfgeleiden. Verder zijy voor elk punt van V

o gﬂ,] 2 91,]
Q X,1 S G xn
Rang - - - - - - - - - = k
O ¥ 29
D X,1 S Q Xn

De extrema van u:f(xq,...,xn) onder de nevenvoorwaarden
— — 3 ) 3 F =
@(xq,...,xn)_o,..., Wk(xq,.,.,xn)_o vindt men door de functie

= : - by
f(xq,...,xn,>ﬂ,...,)k) =+ % ¢q+...+ﬁk @

t¢ beschouwen en dan hiervoor de voorwaarden voor stationair punt
op te schrijven en daarult x,,...,X_ op te lossen,

17 °n
Literatuur: Courant II, 138.

Toepassing: Elke extreme waarde van ¢en kwadratische vorm

n
"(\’
u = - a ., Xy a = a, ..
e i, ’ i i
. <0 . . .
op de eenhcidsbol 3 Xy =1 is gzelijk aan een eigenwaarde van de
1

matrix (ﬂij>.

J -
L

[ ~
2 i
Voorbeeld: u=xy, x“+y~=1 ; cigenwaarden +%, -%.



